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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 
ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ & ΕΠΑ.Λ. Β’ 

20 ΜΑΪΟΥ 2009 
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 
ΘΕΜΑ 1ο 
Α. Θεωρία - Θεώρηµα σελίδα 251 σχολ. βιβλίου. 
Β. Θεωρία - Ορισµός σελίδα 213 σχολ. βιβλίου. 
 
Γ.  

α β γ δ ε 
Σ Σ Λ Λ Λ 

 
 
ΘΕΜΑ 2ο 
A. α. Έστω yixz +=  και Μ(x,y) η εικόνα του. Τότε iyix )12()12( −++=+ λλ . 
Άρα 12 += λx  και 12 −= λy . Έτσι όµως 22 −=⇔−=− xyxy . 
∆ηλαδή οι εικόνες των µιγαδικών z βρίσκονται στην ευθεία (ε) : 2−= xy . 
β. Ο µιγαδικός oz  µε το µικρότερο µέτρο έχει εικόνα το σηµείο Μ για το οποίο είναι 
ΟΜ ┴ (ε).  

O

M
-2

2

( ):ε y=x-2     
y

y΄

xx΄

 
 
Αφού ΟΜ ┴ (ε) 1111 −=⇒−=⋅⇒−=⋅⇒ ΟΜΟΜΟΜ λλλλ ε . 
Άρα η εξίσωση της ΟΜ είναι : xyxyxxyy OM −=⇔−−=−⇔−=− )0(10)( 00 λ . 
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Οι συντεταγµένες του Μ (τοµής των ΟΜ, ε) προκύπτουν από τη λύση του συστήµατος των 
εξισώσεων xy −= , 2−= xy . 
Εποµένως Μ: .

1
1

22 





=
−=⇔





−=−
−=⇔





−=
−=

x
y

xx
xy

xy
xy  

Άρα Μ(1, -1) και izo −=1 . 
Β.  Έστω yixw += . Η εξίσωση ozww =−+ 122  
γράφεται ⇔−=−−++⇔−=−−++ iyixyxiyixyx 112112 2222  

11222 =−++⇔ xyx  και ⇔=1y 0122 =−+ xx  και 1=y ⇔  
⇔ (x=-4 ή x=3) και y=1. 
Άρα iw +−= 4  ή iw += 3 . 
 
 
ΘΕΜΑ 3ο  
Α. Ισχύει ότι  f(x) ≥ 1  για κάθε  x > −1. ∆ηλαδή αx − ln(x + 1) ≥ 1  για κάθε  x > −1. 
Όµως  f(0) = 1, οπότε f(x) ≥ f(0)  για κάθε  x > −1 
Εποµένως η f παρουσιάζει στη θέση  x = 0  (ολικό άρα και τοπικό) ελάχιστο το f(0) = 1. 
Ακόµη η f είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα  (−1, +∞) ως διαφορά παραγωγίσιµων 
συναρτήσεων. 
Άρα σύµφωνα µε το θεώρηµα Fermat είναι f΄(0) = 0. 
Όµως 1

1ln)(
+

−= xaax΄f x . 
Οπότε f΄(0) = 0 ⇔ lnα = 1 ⇔ α = e. 
 
B. 
α. Για α = e  είναι  f(x) = ex – ln(x + 1). 
Η  f  είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο διάστηµα  (−1, +∞)  µε  

0)1(
1

1
1)( 2 >++=

′




+−= xexex΄΄f x

΄

x  για κάθε  x ∈ (−1, +∞).  
Άρα η  f  είναι κυρτή. 
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β. Αφού  f  κυρτή στο  (-1,∞) είναι  f ′   γνησίως αύξουσα στο (-1,∞). 
Έτσι µε -1<x<0 0)0()( =′<′⇒ fxf , ενώ µε x>0 0)0()( =′>′⇒ fxf . 
∆ηλαδή η f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα (-1,0] και γνησίως αύξουσα στο διάστηµα  
[0, +∞). 
γ. Η δοσµένη εξίσωση ισοδύναµα γράφεται: 0)2)(1(

)1)(1)(()2)(1)((
=

−−

−−+−−

xx
xfxf γβ . 

Θεωρούµε τη συνάρτηση )1)(1)(()2)(1)(()( −−+−−= xfxfxg γβ , µε x∈ [1, 2]. 
H g είναι συνεχής στο R ως πολυωνυµική άρα και στο [1, 2] . 

• 0)()0()(1)1)(()1( <−=−=−−= βββ ffffg  διότι f(0) ολικό ελάχιστο της f, 
• 0)0()(1)()2( >−=−= fffg γγ , επίσης διότι f(0) ολικό ελάχιστο της f. 

Άρα 0)2()1( <⋅ gg , οπότε λόγω του θεωρήµατος Bolzano υπάρχει )2,1(0 ∈x  ώστε 
⇔=−−+−−⇔= 0)1)(1)(()2)(1)((0)( 000 xfxfxg γβ  

0)2)(1(
)1)(1)0(()2)(1)((

00

00 =
−−

−−+−−
⇔ xx

xfxf β . 
Άρα η δοσµένη εξίσωση έχει µια ρίζα στο (1, 2). 
 
ΘΕΜΑ 4ο  
α) Η  f  συνεχής στο [0, 2] άρα και η tf(t) συνεχής στο [0, 2].  
Εποµένως η  H(x)  παραγωγίσιµη στο [0, 2] άρα και συνεχής. 
Η συνάρτηση dt)(

0∫ x tf  είναι παραγωγίσιµη στο [0, 2] αφού  f  συνεχής στο [0, 2]. 
Άρα η G είναι συνεχής στο (0, 2] ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων. 
 
Εξετάζουµε τη συνέχεια της G στη θέση x0 = 0. 
Είναι  33003dt)()(

0
0

lim =+−=


 +− ∫
+→

x

x

tfx
xH , διότι: 

===
∫∫

+++ →






→→ )'(
)'dt)((dt)()( 0

0

0
0

DLH

0

00
limlimlim x

ttf
x
ttf

x
xH

x

x

x

xx

 

0)0(01
)(lim

0
=⋅=

+→

fxxf
x

. 
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(είναι )0()(lim
0

fxf
x

=
+→

 αφού  f  συνεχής στο [0, 2]. 
 
Επίσης =

−+

−+−−
=

−−
=

→→ )11(
)11)(11(lim611lim6)0(

22

22

02

2

0 tt
tt

t
tG

tt
 

32
16

)11(lim6
)11(

11lim6
22

2

022

2

0
=⋅=

−+
=

−+

+−
=

→→ tt

t

tt

t
tt

. 
Οπότε 3)0()(lim

0
==

+→
GxG

x

. 
Άρα η  G  είναι συνεχής και στο x0 = 0. 
Εποµένως η  G  είναι συνεχής στο [0, 2]. 
 
β. Στο διάστηµα (0, 2) είναι:  
• Η (x) παραγωγίσιµη αφού f(t)  συνεχής µε )(xH ′ = xf(x) 
• x παραγωγίσιµη ως πολυωνυµική µε (x)΄ = 1.  
Άρα 

x
xH )(  παραγωγίσιµη ως πηλίκο παραγωγισίµων µε  

=−⋅=
′




2

))(()()(
x

΄xxHxxH΄
x
xH

=
⋅−⋅⋅ ∫

2
0

dt)()(
x

tftxxfx x

2
0

td)()( x
tft

xf
x∫ ⋅

− . 
 
Επίσης στο ίδιο διάστηµα, αφού f(t) συνεχής θα είναι παραγωγίσιµη η συνάρτηση ∫ x tdtf

0
)(  µε 

)()(
0

xftdtfx =′


 ∫ . 
Άρα η συνάρτηση G είναι παραγωγίσιµη ως διαφορά παραγωγίσιµων συναρτήσεων µε:  

22
0 )()(

)(
)()( x

xHxfx
dtttf

xfxG΄
x

−=−−=
∫ , 0 < x < 2. 

 
γ. Η συνάρτηση G(x) είναι συνεχής στο [0,2] και παραγωγίσιµη στο (0, 2), µε G(0)= 3 (από το 
β’ ερώτηµα). 
Βρίσκουµε την τιµή της G(x) στη θέση x = 2: 
G(2)= ∫ +−

2

0

3)(2
)2( dttfH  (1). 
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Όµως  από 
⇒=−∫ 0)()2(

2

0

dttft ∫∫∫∫∫ =⇒=⇒=−
2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

)(2)2()(2)(0)(2)( dttfHdttfdtttfdttfdtttf . 
Έτσι λόγω της (1) είναι  

)0(33)(2
)(2

)2(
2

0

2

0 Gdttf
dttf

G ==+−= ∫∫ .  
Ισχύουν εποµένως για τη συνάρτηση G οι προυποθέσεις του θεωρήµατος Rolle στο διάστηµα 
[0,2], άρα υπάρχει ένα τουλάχιστον α∈ (0,2) τέτοιο ώστε 0)( =′ aG . 
Όµως από β’ ερώτηµα  2

)()(
a
aHaG −=′ . 

Άρα είναι Η(α)= 0. 
 
δ. Η συνάρτηση G είναι συνεχής στο [0, α] και παραγωγίσιµη στο (0, α). Άρα ισχύουν οι 
προυποθέσεις του θεωρήµατος µέσης τιµής. 
Εποµένως υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (0, α):  

⇔∫ =−+−
=−⇔

−

−
=

0)(0
2

33d)()(
)(

0
)0()()(

aHttfH
H

a
GaGG΄ α

α
α

ξ
ξξ

α

 
 

⇔−=−
∫∫

αξ

α
0

2

ξ
0 d)(d)( ttfttft ∫∫ =

αξ ξα
0

2
0

d)(d)( ttfttft .  
 
 
 


