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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 
ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ & ΕΠΑ.Λ. Β’ 

19 ΜΑΪΟΥ 2010 
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α 
Α1. Θεωρία, θεώρηµα, σελίδα 304 σχολικού βιβλίου. 
Α2. Θεωρία, ορισµός, σελίδα 279 σχολικού βιβλίου. 
Α3. Θεωρία, ορισµός, σελίδα 273 σχολικού βιβλίου. 
Α4. 

α β γ δ ε 
Σ Σ Λ Λ Σ 

 
ΘΕΜΑ Β 

Β1. Είναι: 22 2 2 2 0z z z
z

+ = ⇔ − + = . 

Άρα 1 2
2 2 2 21 , 12 2

i iz i z i− +
= = − = = + . 

 
Β2. Είναι: 2010 2010 2010 2010

1 2 (1 ) (1 )z z i i+ = − + + =
1005 10052 2(1 ) (1 )i i   − + + =     

 
1005 1005(1 2 1) (1 2 1)i i= − − + + − = 1005 1005( 2 ) (2 )i i− + = 1005 1005 1005 1005( 2) 2i i− ⋅ + ⋅ =  

 
1005 2 502 1005 2 502( 2) ( ) 2 ( )i i i i= − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = 1005 1005 1005 1005( 2 ) (2 ) 2 2 0i i i i− ⋅ + ⋅ = − ⋅ + ⋅ =  

 
2η λύση: 
 
Είναι:   
 

2010 2010(1 ) (1 )i i− + + =  [ ]20102010(1 ) (1 )i i i− + − =  
 

2010 2010 2010(1 ) (1 )i i i= − + ⋅ − = 2010 2010(1 ) (1 )i i− ⋅ + = 2010(1 ) (1 1) 0i− ⋅ − =  
 
Β3. Είναι  

 
| w – 4 + 3i | = |z1 – z2| = |1 – i – 1 – i | = |– 2i | = 2 
 
Έστω  w = x + ψi, τότε 
 
| x + ψi – 4 + 3i | = 2   ⇔   | (x – 4) + (ψ + 3)i | = 2   ⇔   (x – 4)2 + (ψ + 3)2 = 4 
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Εποµένως ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων του w είναι ο κύκλος µε κέντρο το 
σηµείο Κ (4, –3) και ακτίνα ρ = 2.  
 

 
Β4. Το |w| είναι η απόσταση της εικόνας Μ(w) από την αρχή Ο(0, 0), δηλαδή το µήκος 

(ΟΜ). Από τη Γεωµετρία όµως, γνωρίζουµε ότι αν η ευθεία ΟΚ τέµνει τον κύκλο στα 
σηµεία Α και Β τότε 

(ΟΑ) ≤ (ΟΜ) ≤ (ΟΒ)  (1) 
 
που σηµαίνει ότι η µέγιστη τιµή του |w| είναι το µήκος (ΟΒ) και η ελάχιστη το µήκος 
(ΟΑ). 
 
Όµως 
• (ΟΑ) = (ΟΚ) – ρ = 5 – 2 = 3    (2)    και 
• (ΟΒ) = (ΟΚ) + ρ = 5 + 2 = 7    (3) 
 

O
A

K(4,-3)

B
M(w)

  
Εποµένως, λόγω των (1),(2) και (3) έχουµε   3 ≤ |w| ≤ 7. 

 
2η λύση: 
 
Γράφουµε : 

( 4 3 ) ( 4 3 )w w i i= + − + − − +  
Οπότε σύµφωνα µε την τριγωνική ανισότητα έχουµε: 

( 4 3 ) 4 3 ( 4 3 ) ( 4 3 ) ( 4 3 ) 4 3w i i w i i w i i+ − + − − + ≤ + − + − − + ≤ + − + + − +  ή 

1 2 1 24 3 4 3z z i w z z i− − − + ≤ ≤ − + − +      ή     2 5 2 5w− ≤ ≤ + . 

Άρα 3 7w≤ ≤ . 
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Η f είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο ℜ, ως αποτέλεσµα πράξεων συνεχών και 
παραγωγίσιµων συναρτήσεων µε παράγωγο: 

2 2
2

2 2 2 2
1 2 2 2 2 2( 1)( ) 2 ( 1) 21 1 1 1

x x x x xf x xx x x x
+ + + +′ ′= + + = + = =

+ + + +
. 

Επειδή 2 1 0x x+ + >  καθώς και 2 1 0x + >  για κάθε x∈ℜ , είναι ( ) 0f x′ >  για κάθε 
x∈ℜ . Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο ℜ. 

 
Γ2. Η δοσµένη εξίσωση γράφεται ισοδύναµα: 
 

2 2 42( 3 2) ln (3 2) 1 ln( 1)x x x x − + = − + − + ⇔   
 

2 2 42 2(3 2) ln (3 2) 1 ln( 1)x x x x − − = − + − + ⇔   
 

2 4 22 ln( 1) ln (3 2) 1 2(3 2)x x x x + + = − + + − ⇔   
 

2 4 22 ln( 1) 2(3 2) ln (3 2) 1x x x x + + = − + − + ⇔   2( ) (3 2) (1)f x f x= −  
 
Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα, θα είναι και 1-1. 
Εποµένως από την (1) προκύπτει  
x2 = 3x − 2 ⇔ x2 − 3x + 2 = 0. Άρα x = 1 ή x =2. 

Γ3. Είναι 
2 2

2 2 2 2
2 ( 1) ( 1)( ) 2 2 21 1 ( 1)
x x x x x xf x x x x

′ ′ ′ ′+ − +   ′′ = + = = =   + + +     

2 2 2

2 2 2 2
1 2 2(1 )2 ( 1) ( 1)

x x x

x x

+ − −
= =

+ +
. 

Είναι ( ) 0 1 1f x x ή x′′ = ⇔ = − = , ενώ είναι ( ) 0 ( 1,1)f x x′′ > ⇔ ∈ −  και 
( ) 0 ( , 1) (1, )f x x′′ < ⇔ ∈ −∞ − ∪ +∞ . 

Έτσι η Cf έχει σηµεία καµπής στα σηµεία µε τετµηµένες 1 21, 1x x= − = . 
• Η εφαπτόµενη της Cf στο 1 1x = −  έχει εξίσωση (ε1): 

( 1) ( 1)( 1) ( 2 ln 2) 1( 1) ln 2 1y f f x y x y x′− − = − + ⇔ − − + = + ⇔ = + −  
Για x=0 προκύπτει ln 2 1y = −  
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• Η εφαπτόµενη της Cf στο 2 1x =  έχει εξίσωση (ε2): 
(1) (1)( 1) (2 ln 2) 3( 1) 3 1 ln 2y f f x y x y x′− = − ⇔ − + = − ⇔ = − +  

Για x = 0 προκύπτει ln 2 1y = − .  
Οι (ε1) και (ε2) τέµνονται στο σηµείο Μ(0, ln2-1) του άξονα y y′ . 

Γ4. 
1 1 1 1

2 2 2 2 2

1 1 1 1

1( ) (2 ln( 1)) 2 ( 1) ln( 1)2x f x dx x x x dx x dx x x dx
− − − −

′= + + = + + + =∫ ∫ ∫ ∫  
1 12 2 2 1 2 2

1 1
1

1 12 [( 1) ln( 1)] ( 1) ln( 1)2 2x dx x x x x dx
−

−

−

′ = + + + − + + = ∫ ∫  
1 112 2 2 2

211 1

1 1 22 ( 1) ln( 1) ( 1)2 2 ( 1)
xx dx x x x dx

x−− −

 = + + + − + =  +∫ ∫  
13 12

1
1

1 1 2 1 42 0 2 (1 1)3 2 2 3 2 3
x

x
−

−

   = + ⋅ − = − − =     . 
 
 
ΘΕΜΑ ∆ 

∆1. Η συνάρτηση ( ) ( )
tt f t tϕ =
−

 είναι 
α) ορισµένη σε όλο το ℜ αφού  f (t) ≠ t  για κάθε  t ∈ ℜ  και  
β) συνεχής σε όλο το ℜ, ως πηλίκο συνεχών. 
Έτσι η συνάρτηση 

0
( ) ( ) d 3xf x t t xϕ= + +∫  είναι παραγωγίσιµη στο ℜ, µε 

( ) ( )'( ) ( ) 1 1( ) ( ) ( )
x x f x x f xf x x f x x f x x f x xϕ + −

= + = + = =
− − −

,  x ∈ ℜ. 
 
∆2. Η συνάρτηση  g  είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο ℜ µε  

( )2( ) ( ) 2 ( ) ΄g΄ x f x x f x = − ⋅ =   2 ( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )f x f ΄ x f x x f ΄ x⋅ − − ⋅ =  
 

( ) ( 1)
2 ( ) ( ) 2 ( )f ΄ x f x x f x

∆
= − − = ( )( )2 ( ) 2 ( ) 0( )

f x f x x f xf x x − − =
−

,  x ∈ ℜ. 
 
∆3. Είναι:  0

0
(0) 0 3 3( )

tf dtf t t= + + =
−∫ . 

 
Λόγω του ∆2 είναι ( )2( ) 2 ( ) ,f x x f x c c− ⋅ = ∈ℜ . 
 
Για x = 0 προκύπτει ( )2(0) 2 0 (0) 9c f f= − ⋅ ⋅ = . 
 
Έτσι ( )2( ) 2 ( ) 9f x x f x− ⋅ = ⇔  ( )2 2 2( ) 2 ( ) 9f x x f x x x− ⋅ + = + ⇔  
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( )2 2( ) 9. (1)f x x x− = +  
 
Αν θέσουµε h (x) = f (x) − x, έχουµε ότι η συνάρτηση h είναι συνεχής στο ℜ και 
h (x) ≠ 0 για κάθε x ∈ ℜ, αφού f (x) ≠ x,  x ∈ ℜ. 
 
Άρα η h διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο ℜ, δηλαδή είναι    
ή   h (x) > 0 για κάθε x ∈ ℜ   ή   h (x) < 0 για κάθε x ∈ ℜ. 
 
Όµως h (0) = f (0) − 0 = 3 > 0 άρα  
 
h (x) > 0,  x ∈ ℜ και f (x) > x,  x ∈ ℜ.     (2). 
 
Από την (1) προκύπτει ότι  
 

(2)2( ) 9f x x x− = + ⇔ 2( ) 9f x x x− = + ⇔ 2( ) 9f x x x= + + ,  x ∈ ℜ. 
 
∆4. Έστω 

1

( ) ( ) ,
x

x

F x f t dt x
+

= ∈ℜ∫ . 

Είναι 
1

( ) ( ) ( ) ,
x x

c c

F x f t dt f t dt x R
+

= − ∈∫ ∫ , c ∈ ℜ. 
και ( ) ( 1) ( ),F x f x f x x′ = + − ∈ℜ . (1) 

Όµως 
2 2

2 2 2 2

9( ) 1 0,
9 9 9 9

x xx x x x xf x x
x x x x

++ + +′ = + = > = ≥ ∈ℜ
+ + + +

. 

∆ηλαδή ( ) 0f x′ >  για κάθε x R∈ , άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο ℜ. 
Προκύπτει έτσι: 1 ( ) ( 1) ( 1) ( ) 0,x x f x f x f x f x< + ⇒ < + ⇒ + − >  x∈ℜ . (2) 
Λόγω των (1), (2) η F είναι γνησίως αύξουσα στο ℜ.  
Εποµένως: 1 ( ) ( 1)x x F x F x< + ⇔ < + ⇔

1 2

1
( ) ( )x x

x x
f t dt f t dt+ +

+
<∫ ∫ . 

 
2η λύση: 
Η ( ) ( )x

a
F x f t dt= ∫  είναι µια αρχική της  f  στο R και η προς απόδειξη ανισότητα  

γράφεται 
( 1) ( ) ( 2) ( 1)( 1) ( ) ( 2) ( 1) ( 1) ( 2) ( 1)

F x F x F x F xF x F x F x F x x x x x
+ − + − +

+ − < + − + ⇔ <
+ − + − +

. 

Από Θ.Μ.Τ. για την F στα διαστήµατα [x, x + 1] και [x + 1, x + 2] προκύπτει ότι 
υπάρχουν αντίστοιχα ξ1 ∈ (x1, x1 + 1) και ξ2 ∈ (x + 1, x + 2) ώστε  
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1 1
( 1) ( ) ( ) ( )( 1)

F x F x F΄ fx x ξ ξ+ −
= =

+ −
 και 2 2

( 2) ( 1) ( ) ( )( 2) ( 1)
F x F x F΄ fx x ξ ξ+ − +

= =
+ − +

. 

 
Έτσι αρκεί να δειχθεί  f (ξ1) < f (ξ2) µε ξ1 < ξ2, ή ισοδύναµα ότι η  f  είναι γνησίως 
αύξουσα. Πράγµατι: 

( )2
2

( ) 9 1
9

΄ xf ΄ x x x
x

= + + = + =
+

2 2

2 2 2

9 0,
9 9 9

x xx x x x

x x x

++ + +
> = ≥

+ + +
 για κάθε 

x ∈ ℜ, δηλαδή f ΄(x) > 0 για κάθε x ∈ ℜ και η  f  γνησίως αύξουσα στο ℜ. 
 
 
 


